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Exercice 1. Soient V un K-espace vectoriel et B = {f1,..., f,} une base. Démontrer que V =
Vect (f1) @ - - - & Vect (fm)-

Solution 1. Comme chaque vecteur v € V est une combinaison linéaire des vecteurs dans B, on a que
V C Vect (f1) + -+ + Vect (fm) C V, et donc V = Vect (f1) + -+ + Vect (fin).

Il reste a montrer que la somme est directe. On suppose que v € Vect (f;)N_,_; Vect (f;). Doncv =
Aifi = Z#i A; fj, pour certains A, € K. Par conséquent, )‘ifi_Zj;éi Ajf; = 0. Comme B est une base,
tous les scalaires A1,..., Ay sont nuls. Donc v = A;f; = 0, et D'intersection Vect (f;) N>_,.; Vect (f;)
se réduit au vecteur nul et V = Vect (f1) & - - - & Vect (fi,), par définition de la somme directe.

Exercice 2.

(i) Pour quelles valeurs de a € C les 3 vecteurs du C-espace vectoriel C3
v1 = (a,1,1),  wg=(i,a—1,1) et w3=(0,0,a°)
forment-ils une base de C3?

(ii) Pour a = 2 —1, {v1,v2,v3} est une base. Exprimer le vecteur (1 —4, 3, 1414) comme combinaison
linéaire des vecteurs vy, v et v3; c’est-a-dire, trouver les coordonnées du vecteur (1 —i, 3, 1+ 1)
par rapport a cette base.

Solution 2.

(i) On peut supposer a # 0, car dans le cas contraire v3 = (0,0,0), qui ne peut pas faire partie d’une
base. Pour A\, u,v € Ron a

Aa+pi=0
Ma,1,1) + p(i,a —1,1) +v(0,0,a2) = (0,0,0) <= { A+ pula—1)=0
A+ p+va® = 0.

Multipliant la deuxiéme équation par a et soustrayant la premiere, on trouve pu(a®? —a — i) = 0.

1+ v1+42
2 % On étudie donc deux cas:

L’équation z“ — x — ¢ = 0 admet les solutions
1+vV1+4
Casl) a¢ {;Z} Alors pu(a? — a — i) = 0 implique g = 0 et il s’ensuit que A = 0 et

puis v = 0. Dans ce cas la partie {v1,v2,v3} est donc libre. Comme dim C? = 3, les trois vecteurs
forment une base de C3.

1+v1+44 N . — i
Cas2) a€ {} Alors les deux premieres équations donnent A = p(l—a) = AL o
2 a
a—2
remplacant dans la troisieme, on trouve v = # Maintenant, si on prend p =1, A=1—a
a
et v = %52, on trouve que \vj + pvs + vz = 0 et les vecteurs sont linéairement dépendants.

a



Conclusion: la famille {v1, ve,v3} est libre <= a ¢ {

1+v1+4d O}
2 e

(ii) Pour a =2 — i, la famille {v1, va, v3} devient {(2 —4,1,1),(¢,1 —14,1),(0,0,3 — 44)}. La relation
A2 —,1,1) + p(i, 1 —4,1) +1(0,0,3 — 4i) = (1 — 4,3, 1 + 1)
donne le systeme
A2 — i) + pi —1—i
A+ (1 — 1) =3
At pu+v(d—4i) =1+

Multipliant la deuxiéme équation par (2 —i) et soustrayant de la premiere, on trouve pu(4i — 1) =
2i — 5, donc

542 (—5+2i)(—1—4i) 13+18i
=974~ 17 T

Il s’ensuit que

13+ 18i)(1 —4) 20 —5i
A= 3 p(1—i) =g UBFISHA =D 2050

17 17
et
1+i—(A+p) 1 . 33+ 13 —16 + 41 —64 — 521
V= . = (1417 — ) = _ = )
3—4i 3—4i 17 17(3 — 44) 425

Exercice 3. On considere les sous-espaces vectoriels suivants de X = My, 3(C) :

U = {(Z 2 ;)eX; a—b:cete—f:()},

() () ()
(i) Calculer dim(U) et dim(V').

(ii) Trouver dim(U NV).

(iii) Déterminer si U + V = Ma,3(C).

Solution 3.

. . b s .
(i) Une matrice (Z . ;) appartient & U si et seulement si f = e et a = b+c. Donc U est I’ensemble

. b+c b c . , . .. ..
des matrices de la forme ( d . Une telle matrice s’écrit comme la combinaison linéaire
e e

p(L 1 0Y, (10 1), (000, (000
000/ 0 o0 100/ %01 1)
S_{11o 101\ /000 000}
~Wo 0 0/)\o 0o o0/'\1 00/\0o11

est une famille génératrice de U.

En particulier,



On vérifie que S est une famille libre et donc dim U = 4.
Pour V, il s’agit d’extraire une base de la famille génératrice donnée.

On cherche d’abord a savoir si les vecteurs donnés sont linéairement indépendants. Soient
a, B,7,0 € C tels que

10 i it1 0 1 00 1 240 0 244\ _ (0 0 0
O‘<o1o>+ﬁ<o 00>+7<100>+5<1 1 0>_<000>'

On a que
a+BE+1)+62+i)=0; da+L+v+5(2+1i)=0;
y+d6d=0; e a+d=0.
On déduit que v = a, § = —a, et § = a. Les équations sont alors toutes vérifiées en prenant
a=p=r~v=1et § = —1. Les vecteurs sont linéairement dépendants et de plus on voit que le 4°

vecteur est la somme des 3 premiers. Donc

1 0 1 t+1 0 1 0 01
V_VeCt((o 1 0)’(0 0 0)’(1 0 0) )
Ensuite, on vérifie que les trois matrices restantes sont linéairement indépendantes et par conséquent

dimV = 3.

b g c b Z) € U. Alors A € V si et seulement s’il existe «, 3,7 € C tels que

1 0 ¢ t1+1 0 1 0 01
A_O‘(o 1 0>+5< 0 0 0>+7(1 0 0)’
ce qui est possible seulement si e = 0, ce qui implique o = 0 (comparer les composantes (2, 3) et
(2,2) des deux matrices), et ensuite b = 0 (voir la composante (2,2)). On a maintenant

c 0 ¢\ _ [(B(i+1) 0 B+~
d 0 0) y 0 0 ’
c 0 c

et on déduit que 8 = %c ety=d= %c. On vérifie ainsi que UNV = {<1+ic 0 0) | c € C}.
2
Onadim(UNV)=1.

(i) Soit A = (

(iii) Par la formule pour la dimension d’une somme de deux sous-espaces vectoriels, on a que dim(U +
V)=dimU +dimV —dim({UNV)=4+3 -1 =6 et comme dim Ms+3(C) = 6, on déduit que
U+V = M2><3((C)-

Exercice 4. Pour chacun des espaces vectoriels suivants, trouver une base et donner la dimension.

(i) Le C-espace vectoriel T' des matrices A = (ars)i<r,s<n € Mpxn(C) telles que a,s = i - as, pour
tous r < s,

(ii) Le Fr-espace vectoriel V = {(z,y,2) € (F7)? | x +y+ 22 =0et 3y + 2 = 0}.



Solution 4.

(i) Pour 1 <r,s < n, notons E,s la matrice dont le coefficient en position (r, s) vaut 1 et zéro partout

ailleurs. On va montrer que la famille
B:={iEj+ E; | 1<j <k<n}

est une base de T'.
D’abord on note que cette famille est contenue dans T soit j < ket 1 <r<netl<s<n.

(iEjk + Eij)rs = 1 81 (r,8) = (J,k), et (iEjp + Egj)rs = 1 si (r,s) = (k,J), et toutes autres
composantes de la matrice est égale a 0. Donc cette matrice appartient a 1. Supposons qu’il
existe des scalaires aji, 1 < j < k < n, tels que

Z ajk(iEjk + Ekj) =0.
1<j<k<n

Alors comme cette matrice est nulle, tout coefficient de la matrice doit étre nul. Pour tous
1 < j <k < n, on trouve i, = 0 en position (j,k). Donc la famille B est libre. Pour une
matrice A = (A;;) € T, on note que A;; =0 car Aj; = 1A;. Aussion a

A= Z A (iEj, + Eyj),

1<j<k<n

car pour tous 1 < j < k < n, Aj, = iAy;. Par conséquent, cette famille est génératrice.
On a montré que la famille B est libre et génératrice dans 7', donc elle est une base de T'.

La dimension de 7" est donc Card(B) = @

Soit (x,y,z) € V, Alors 3y + z = 0 implique que z = —3y et on remplace z par —3y dans
x4+ vy + 2z =0 et on obtient x = 5y. On obtient donc que (x,y,2) = (5y,y, —3y) et si on pose
y = 1, on obtient le vecteur (5,1, —3) = (5,1,4), puisque —3 = 4 € F7. On montre que le vecteur
(5,1,4) engendre V. En effet, il est clair que cet élément appartient a V. Comme on a vu que
tout élément (z,y, z) vérifie (z,y, z) = (5y,y,4y) = y(5,1,4), ce vecteur non nul engendre V. On
a montré que {(5,1,4)} est une base de V et donc V est de dimension 1.

Exercice 5.

(i)

Une matrice A = (ai;) € Myxn(C) est dite scalaire s'il existe d € C tel que
- 0 sii#j,
Yl d osii=j.
Montrer que I'ensemble V' des matrices scalaires est un sous-espace vectoriel de M, x,(C).

On définit la trace d’une matrice A = (a;j) € Myxn(C) par Tr(A) = > | a;. Montrer que
I’ensemble W des matrices de trace nulle est un sous-espace vectoriel de M, (C).

Montrer que M, (C) =V & W.
Trouver une base de V et une base de W.

Déterminer les dimensions de V, W et de M, x,,(C).
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(vi) Considérons maintenant l’espace vectoriel M3(F3) et posons V' le sous-espace vectoriel des matri-
ces scalaires dans Mj3(FF3) et W le sous-espace vectoriel de M3(F3) des matrices a traces nulles.
(On admet que ces deux sous-ensembles sont des sous-espaces. Les preuves données pour (a) et
(b) ne dépendent pas du corps C.) Montrer que M3(F3) #V & W.

Solution 5.

(i) Soient A = (a;j) et B = (b;;) deux éléments de V et A € C. Alors il existe d,d’ € C tels que

[0 sii#] [0 siiA]
a”_{d sii=j b”_{d’ sii=j

Donc X - A = (Aa;j) et A+ B = (ai; + b;;) satisfont

o 0 sii#j L 0 sii#j
/\a”_{Ad sii=j et “lﬂ+blﬂ_{d+d’ sii=j

Cela implique que A- A, A+ B € V. Comme V contient le vecteur nul, I’ensemble V est par
conséquent un sous-espace vectoriel de M, (C).

(ii) Soient A = (ai;j) et B = (b;j) deux éléments de W et A € C. Alors Tr(A) = > ;a5 = 0 et
Tr(B) = >, bij = 0. Considérons la trace de la matrice A - A = (Aa;j) et celle de A+ B =
(aij + bZ]) Donc

TI'(/\ . A) = Z /\aii = )\Z Qi = )\TI‘(A) =0
=1 i=1

et

n

TI‘(A + B) = Z(au + bu) = Zaii + Z by = TI‘(A) + TI‘(B) =0.
=1 =1

i=1
Cela implique que A- A, A+ B € W. Comme W contient le vecteur nul, I’ensemble W est par
conséquent un sous-espace vectoriel de M, (C) par le critére des sous-espaces.

(iii) Soit A = (a;j) € M,(C). On définit B = A . 1, et C = (¢;j) = A — B. Evidemment B € V, et
comme
C”_{aij Sii;éj
1)

sii=j

on a

()= (a - TY(A)) =3 Ai—nx Tr(A) _ 1y 4) — Te(4) = 0
i=1

- n n
=1

et donc C' € W. On a montré que A= B+ C avec B€ V et C € W, et donc M,(C) =V +W.
On montre maintenant que V. NW = {0}. Soit A = (a;;) € V. NW. Alors par définition, il existe

d € C tel que
[0 sii#]
Aij = { d sii=j
et Tr(A) = > | a;; = 0. Mais dans ce cas, pour tout 1 < i < n, a;; = d et donc Tr(A4) =nd = 0.

Cela implique que d = 0 et A est réduit a la matrice nulle. On a montré que VNW = {0} et
donc M, (C) =V o W.



v POUI‘ 1 < 1:, ) < n, notons E?, la matrice dOIlt le CoePﬁCith en osition (z,7) vaut ]., et ZéI'O
> 0) > j 1% s J
partout aﬂleurs.

Alors on montre que l’ensemble {I,}, ou I, est la matrice identité, est une base de V. C’est
évident, puisque I,, € V et toute matrice dans V est de la forme d - I,,.

On montre que la famille A = {E;;, By, — E11 | 1 <i# j <n,2 <k < n} est une base de W.
Premiérement il est clair que la famille A est contenue dans W. Deuxiémement, pour une matrice
A = (Aj;) € W, alors Tr(A) = Ay + Ao + -+ Appy = 0 et done Ajg = —Agp — -+ — Ay, Par
conséquent,

n
A= > AyEi;+ Y Aw(Bg — En).
1<i#j<n k=2
Donc cette famille est génératrice. Troisiemement, supposons qu’il existe des scalaires A;; pour
1<i#j<net A pour 2 < k <n tels que

n
> AyE; 4+ Aw(Epr — Bin) =0.
1<i#j<n k=2

Donc les coefficients de cette matrice sont nuls. En position (4, j) pour i # j, on trouve A;; = 0,
et en position (k,k) pour k > 2, on trouve Ay, = 0. Cela implique que A;; = 0 pour tous
1 <i#j<net Agr = 0 pour tout 2 < k < n. Cela signifie que la famille est libre. Comme
cette famille est libre et génératrice, elle est une base de W.

(v) D’aprés d), dim(V) =1 et dim(W) =n(n —1) + (n — 1) =n? - 1.
On montre que la famille {£;; | 1 < i,j < n} est une base de M,(C). En effet, cette famille
est génefatrice, car pour toute matrice A = (A;;) € Mp(C), on a A = >, Aj;E;;. Cette
famille est aussi libre. En effet, supposons qu’il existe des scalaires A;; pour 1 < i,5 < n tels
que Zij A;;E;; = 0, alors les coefficients de cette matrice sont nuls et en position (4, j) pour
1 <14,j < n, on trouve A;; = 0. Donc tous les scalaires A;; s’annulent et cette famille est libre.
Comme elle est libre et génératrice, elle est une base de M, (C). Donc dim(M,(C)) = nxn = n?.

Une autre méthode utilise la formule des dimensions:

dim(M,,(C)) = dim(V & W) = dim(V) + dim(W) = 1 + (n® — 1) = n?.

1 00
(vi) Iei VN W n’est pas {0} car la matrice [0 1 0] e VAW, etdonc VC W, douV+W =
0 01
1 00
W # M;3(FF3) car par exemple {0 1 0] ¢ W.
0 0 0

Exercice 6. Soit V un K-espace vectoriel de dimension 5. Parmi les assertions suivantes, lesquelles
sont correctes?

(i) Sitrois éléments vy, ve,v3 de V sont deux & deux linéairement indépendants, alors les trois vecteurs
sont linéairement indépendants.

(ii) Une partie a 4 éléments est toujours libre.



(iii) Soient U et W deux sous-espaces vectoriels de V' tels que dim(U) = 3 et dim(W) = 2. Si
V=U+W,alors UNnW = {0}.

(iv) Pour deux sous-espaces vectoriels U et W avec dim(U) = 3 et dim(W) = 3, on a dim(UNW) = 1.

Solution 6.

(i) Non. Par exemple, dans R®, on prend v; = e1,v2 = ez et v3 = e + ez. Alors évidemment les
trois éléments v, v2,v3 de V sont deux a deux linéairement indépendants, mais ces trois vecteurs
sont liés, puisque v1 + v9 — vz = 0.

(ii) Non. Par exemple, soit v € R® un élément non nul et prenons la partie {v,2v,3v,4v}. Cette
partie n’est pas libre, puisque elle est contenue dans Vect (v) qui est un sous-espace de R® de
dimension 1.

(iii) Oui. En effet, d’apres la formule des dimensions,
5 =dim(U + W) =dim(U) + dim(W) — dim(U N W) = 3 + 2 — dim(U N W).
Donc dim(U N W) =0, et donc U N W = {0}.
(iv) Non. Par exemple, si U = W, alors UNW = U et donc dim(UNW) = dim(U) = 3 # 1.

Exercice 7. Les applications suivantes sont-elles linéaires?
(i
(ii

) a1 :R3 — R% ay(z,y,2) = (v — 4y + 172, y — 2 + sin(2)).

)
(iii) ag:Ff —FZ asz(z,y) = (z+y, 22 +4?).

)

as : R? — R?, az(z,y) = (v + 3y, z? "‘?JQ)-

(iv

ayg : C([0,3],R) — R, ay(f) = 37f(1) + 58 f23 f(z)dz, ou C([0,3],R) désigne l’ensemble des
fonctions continues de [0, 3] dans R.

Solution 7.

(i) L’application a; n’est pas linéaire, car I'application z +— sin(z) ne l'est pas. Par exemple
sin(m/2) + sin(7w/2) = 1+ 1 = 2, mais sin(7/2 4+ 7/2) = sin(7w) = 0.

(ii) L’application ay n’est pas linéaire, car

a2((w1,91) + (22,92)) = oaa(x1 + 22, Y1 +¥2)
= (z1+22+3W1+y2), (x1+22)% + (11 +12)?)
# (1422431 +y2), o1 + 23+ 4 +13) = as(zr, y1) + o2(w2,12)

(iii) L’application ag est linéaire, car ¥V & € Fa, on a 22 = =, donc en fait az(z,y) = (v +y,z +y). 1l

est élémentaire de vérifier que cette application est linéaire.

(iv) L’application a4 est linéaire. Soient A, u € R et f,g € C([0, 3],R). Alors

as(\f+pg) = 3TAf+pug)(1) +58 [ (Af + pug)(x)d

37(M(1) + ug(1)) + 58 [ (Mf(2) + pg(x))dz
A(B7F(1) +58 [, f(x)dx) + p(37g(1) + 58 [5 g(x)dx)
= Aau(f) + pau(g).
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Exercice 8. Soient V, W et U des K-espaces vectoriels et soient ¢ : V. — W, ¢ : V. — W et
0 : W — U des applications K-linéaires.

(i) Montrer que ¢ + 1 est une application K-linéaire.

(ii) Soit A € K. Montrer que A¢ est une application K-linéaire.
(iii) Démontrer que 6 o ¢ est une application K-linéaire.
Solution 8.

(i) Soient u,v € Vet p€ K. On a (¢ + ¢)(pu +v) = ¢(pu + v) + ¥ (pu 4+ v). Comme ¢ et ¢ sont
K-linéaires, ce dernier est égal a pp(u) + ¢(v) + pb(u) + 1 (v) = p(d+ ) (u) + (¢ + ) (v), ce qui
prouve que ¢ + 1 est K-linéaire.

(ii) La démonstration est pareille.

(iii) Soient 7,y € Vet A € K. On a (fo¢)(\x +1y) = 0(p(Mz + y)) = 0(\p(z) + ¢(y)), car
¢ est K-linéaire. Ensuite, on trouve que O(Ap(z) + ¢(y)) = A(¢p(z)) + 0(é(y)) car 6 est K-
linéaire. Et cette derniére expression est égale (par la définition de la composition d’applications)
aABod)(x)+ (0o¢)(y). Ainsi nous avons établi que 6 o ¢ est une application K-linéaire.



